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VARIABLES ALÉATOIRES

1

Structure du cours

• Définition
• Types de variables aléatoires
• Lois de distribution 
• Distributions théorétiques:

• Modèle, espérance (moyenne), variance, applications, exemples
• discrets: Bernoulli, Binomiale, Poisson
• continues: Normale, Student (t), Khi carré, Fisher
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L’utilite des variables aleatoires
• A l’aide de la statistique descriptive on peut décrire des phénomènes variables. A ces 

phénomènes on associe des variables aléatoires. 
• Pour extrapoler les résultats obtenus sur un échantillon extrait d’un population a la 

population entière, on a besoin de savoir certaines lois des probabilités (les 
probabilités des résultats possibles des phénomènes)

• Ces probabilités vont nous aider a:
• - Identifier un intervalle des valeurs qui va contenir un résultat avec une certaine probabilité 

(95%)(voir le cours sur les intervalles de confiance) 
• - Identifier quelle est la probabilité de dire que la différence entre les « moyennes » des 

deux populations sont différentes si en réalité ils ne sont pas, puis vérifier si cette 
probabilité est < 5%. (voir les cours des tests statistiques)

• Ces situations ont besoin de savoir la probabilité d’avoir des valeurs dans certaines 
intervalles des valeurs. 

• Ex: pour des intervalles de confiance:  on a besoin de la probabilité cumulée d’avoir des 
valeurs inferieure a 1,96. Ou, plus pratique: on a besoin de savoir pour quelle valeur 
critique la probabilité d’avoir des valeurs inferieure a cette valeur critique est une demie de 
95% (47,5%)

• Ex: pour des test statistiques:  on a besoin de la probabilité cumulée d’avoir des valeurs 
supérieure a 1,96. Ou, plus pratique: on a besoin de savoir pour quelle valeur critique la 
probabilité d’avoir des valeurs supérieure a cette valeur critique est une demie de 5% 
(2,5%)

Variables aléatoires

• Une expérience (épreuve) peut être aléatoire ou non. 
• O peut considérer un expérience aléatoire si son résultat est imprédictible. 
• Même si on répète l’expérience dans des conditions identiques on peut 

observer des résultats différents.
• Exemples des expériences: 
• - le jeux de dé, mesurer la température d’un individu, mesurer le taux 

du cholestérol d’un patient, savoir si le patient a du diabète ou non, s’il est 
fumeur ou pas

• Le résultat d’une expérience est un événement élémentaire. 
• - ex. Pour le jeux de dé: la face 1, 2, …; pour la température: 36,5 ou 

38,2; 
• - pour la présence du diabète : oui/non, …
• L’ensemble des toutes événements élémentaires possibles d’une expérience 

aléatoire représente l’espace fondamental. 
• - ex. Pour le jeux de dé: l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 
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Variables aléatoires

 Etant donnée E – espace fondamental qui correspond a un 
expérience aléatoire. 

 Définition: 
 Une variable aléatoire (v.a.) dans un espace fondamental E, noté X est 

un fonction définit sur E qui prend des valeurs dans l’ensemble des 
nombres réels

 Une variable aléatoire X est une variable numérique qui prend différents 
valeurs avec des probabilités spécifiées

 A une variable aléatoire X on peut associées des probabilités 
avec lesquelles cette variable aléatoire peut prendre certaines 
valeurs – ca représente la lois de distribution (la distribution 
des probabilités) 
 Pr(X = a) – la probabilité que X va prendre la valeur a
 Pr(a <= X <= b) – la probabilité que X prends des valeur dans 

l’intervalle [a; b] – Ex. [ - 1,96; 1,96 ]
 Pr(X <= a) – la probabilité que X prends des valeur <= a. Ex. <= 1,96 

5

Synthèse des notions

Espace fondamental
Résultats d’un 

expérience aléatoire

On associe des 
nombres réels => Variable aléatoire

1       2      3      4       5       6

1/6    1/6   1/6   1/6   1/6   1/6
On associe des 

probabilités

=> Loi de probabilité 
/distribution de 

probabilité 

On sélection toutes 
les valeurs 

inferieures a x (ex. 3)

 Fonction de 
répartition

 = Pr(1)+Pr(2)+Pr(3)
 =3/6=0,5

Pr(X<=3)
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Pour expériences avec valeurs binaires

Espace fondamental

Résultats d’un 
expérience aléatoire

Réponse a une 
question: fumeur?

On associe des 
nombres réels

=> Variable aléatoire

On associe des 
probabilités

=> Loi de probabilité 
/distribution de 

probabilité 

Pr(X<=3)

oui non

1 0
“succes”         “echec”

0,25                  0,75

Pour expériences avec valeurs quantitatives 
discrètes

Espace fondamental

Résultats d’un 
expérience aléatoire
Une mesure: pouls?

On associe des 
nombres réels

=> Variable aléatoire

=> Loi de probabilité 
/distribution de 

probabilité 

Pr(X<=90)

... 64           65         66 …

On sélection toutes 
les valeurs inferieures 

a x (ex. 90)

 Fonction de 
répartition

 = 0,8

... 64           65         66 …

... 0,07        0,06      0,06 …

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d2/FingertipPulseOximeter300C2.jpg

On associe des 
probabilités
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Pour expériences avec valeurs quantitatives 
continues

Espace fondamental

Résultats d’un 
expérience aléatoire
Mesure du tension 
artérielle systolique

On associe des 
nombres réels

=> Variable aléatoire

=> Loi de probabilité 
/distribution de 

probabilité 

Pr(X<=3)

0,…,100,…,120,…,200,…

0,…,100,…,120,…,200,…

On sélection toutes 
les valeurs 

inferieures a x

 Fonction de 
répartitionPr(X<=120)

On associe des 
probabilités pour des 

intervalles des 
valeurs

10

Les Types des variables aléatoires

Discrète
 pour laquelle il y a un ensemble discret de valeurs 

 avec des probabilités spécifiées
 la variable prends un nombre finit 

 ou au moins dénombrable des valeurs

• Ex. Nombre des sujets qui sont végétariens, ont arthrose du 
genoux, ont du fièvre. 
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Les Types des variables aléatoires

Continue

 pour laquelle il y a un ensemble continu de valeurs, 

 les domaines de valeurs ont des probabilités spécifiées

 elle varie dans un mode continu dans un intervalle 

 peut prendre un ensemble non dénombrable des valeurs

 Ex:
 concentration d’un substance dans le sang, 

 la température corporelle 

 l’allongement chirurgicale du mandibule/tibia 

Variables aléatoires discrètes 
Loi de probabilité finie

DEFINITION: 

Loi de probabilité finie (distribution de probabilité finie)
 règle par laquelle on assignent a chaque valeur possible r d’une variable aléatoire 

(v.a.) discrète X la probabilité Pr(X = r),

Exemple 1:
 La probabilité d’apparition d’un face d'un dés est 1/6
 X:    1         2         3         4        5       6

Pr     1/6    1/6     1/6       1/6       1/6    1/6

Exemple 2:
La distribution de probabilité d’apparition d’un résultat positif d’un traitement qui a 

été donné a 4 sujets (0 sur 4, 1 sujet sur 4, 2 sujets sur 4 … :
 X:     0       1         2         3         4

Pr   0,01   0,08    0,26   0,42    0,23
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11

12



7

Variables aléatoires discrètes 
Loi de probabilité finie

 Propriétés

 0 < Pr(X = r)   1   ex: 0,01  0,08   0,26    0,42    0,23  

  Pr(X = r) = 1 ex: 0,01+0,08+0,26+0,42+0,23 = 1 

 La fonction de répartition pour un v.a. X

 Est un probabilité cumulé

 Repesent la somme des toutes probabilités pour les valeurs y 
du v.a. X inferieures ou égale a x

13
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Variables aléatoires discrètes 
Esperance, variance et écart type

 Esperance mathématique ou la moyenne théorique d’une v.a. X

Exemple:  avec le traitement
 X:     0       1         2         3         4

Pr   0,01  0,08   0,26    0,42    0,23 
E(X) = 0 x 0,01 + 1 x 0,08 +2 x 0,26 + 3 x 0,42 + 4 x 0,23 = 2,78

 Variance de X:

 Ecart-type (deviation standard) de X
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Variables aléatoires
Lois des distribution

• En général on ne connait pas les loi des distributions des variables 
• dans le domaine médical/médical dentaire/biologique, …
• On cherche d’encadrer ces distributions dans des distributions théorétiques. 
• Ces distributions théorétiques sont des modèles avec lesquelles on va 

travailler pour estimer ce que se passe dans les populations

• Distributions théorétiques:
• discrets: 

– Bernoulli
– Binomiale
– Poisson

• continues:
– Normale
– Student
– Khi carré
– Fisher

Variables aléatoires discrètes 
Loi Bernoulli

 B (1, p)
 L’expérience consiste dans 1 épreuve
 La épreuve a seulement les résultats 1 (“succès”) et 0 (“échec”)
 La probabilité de “succès” est p et “d’ échec” est 1 – p = q
 La variable aléatoire X = {0, 1}

Pr(succès) = p, Pr(échec) = q = 1 -p
 Exemple: 
• avec/sans obésité, fumeur/non fumeur, avec/sans ulcère gastrique
•C’est un cas spécial du distribution Binomiale avec n = 1

16
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Variables aléatoires discrètes 
Loi Bernoulli

Distribution de X:

l’espérance mathématique: E(X) = p

variance: Var (X) = p * q = p * (1 – p)

écart type (déviation standard)

17
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Variables aléatoires discrètes 
Loi Binomiale

 Bi(n, p)
 L’expérience consiste dans n épreuves indépendantes
 Une épreuve a seulement les résultats “succès” et “échec”
 La probabilité de “succès” est p et “d’ échec” est 1 – p = q

Pr(succès) = p, Pr(échec) = q = 1 - p
 La variable aléatoire X = le nombre des “sucées”  = {0, 1, 2, … , n}
 Exemple: 

•Le nombre de personnes Avec obésité, fumeur, avec diabète, avec hypertension, avec 
caries parmi 100 sujets

 Application: 
 test binomial pour un proportion
 intervalle de confiance pour un proportion

18
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Loi Binomiale
Application: 

 Intervalle de confiance pour un proportion
 Exemple: on prend un échantillon d’une population des personnes âgées 

. 
• On compte combien des sujets ont une prothèse vasculaire dans un 

échantillon. 
• On trouve le pourcentage (4%). 
• Notre question est: quelle est le vrai pourcentage dans la population, 

et on s’intéresse de l’intervalle dans lequel on va trouver la vrai 
pourcentage avec un probabilité de 95% (par convention). 

• Pour trouver cet intervalle on a besoin de savoir quelle est la lois de 
probabilité de avoir des prothèses (succès) parmi n sujets 
(épreuves). 

• Dans ce cas on peut observer qu’il ressemble a un expérimente 
binomial. 

• Ici le succès est la présence de la prothèse, et l’échec est l’absence. 

Variables aléatoires discrètes 
Loi Binomiale

• On peut calculer la probabilité qu'un variable aléatoire 
• est égale a un certain nombre des ”succès” (k) dans un 
• certain nombre des expérimentes (n)

Distribution de X:

n – nombre des expériences, k nombre des résultats «succès»
l’espérance mathématique: E(X) = n * p 
variance: Var (X) = n * p * q = n * p * (1 – p)
écart type (déviation standard)
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Variables aléatoires discrètes 
Loi Binomiale

Exemple:

Quelle est la probabilité d’avoir 2 garçons dans une famille avec 5 
enfants.

On connait que: 

- a chaque naissance la probabilité d'avoir un garçon est 0.51

- et les sexes d'enfants consécutifs - des événements indépendantes

• Solution: 

• En utilisant une distribution binomiale avec le paramètres 

• n = 5 et p = 0.51 pour k = 2, nous avons:

306.0)49.0()51.0(
!3!2

!5
)49.0()51.0(C)2XPr( 32322

5 



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Variables aléatoires discrètes Loi Binomiale
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Voici deux simulations de 20 expérimentes binomiales avec
un probabilité de succès p = 90% a la gauche et p = 10% a la droite.

La variance est identique, mais la moyenne est différente.
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Variables aléatoires discrètes Loi Binomiale

Si np >= 10 et nq >= 10 la distribution Binomiale tend a un 
distribution Normale N(np,√npq)

• Plus p est proche a les extrêmes (0 ou 1), plus la variance 
ou l’écart type est petit

• Plus p est proche a 0,5 plus la variance ou l’écart type est 
grande

23
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Normale

Variables aléatoires discrètes 
Loi de Poisson

 La variable aléatoire Poisson: 
 variable discret qui a un infinité dénombrable des valeurs 0, 1, …

 Représente le nombre des réalisations dans un intervalle de temps ou 
d’espace
 nombre des entrées dans un cabinet/nombre interventions/nombre 

extractions,… 
 nombre des bactéries dans un millilitre d’eau, nombre des cellules blanc 

dans 1 ml de sang…
 On connais le nombre attendu  d’événements dans une  intervalle unité 
 La variable aléatoire X = le nombre d’événements ayant lieu (observe) dans 

une  intervalle unité 
 Application: 
 Prédiction des phénomènes 
 Régression Poisson 

 Prédire le nombre des malades dans une région, dans une unité de 
temps

24
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Variables aléatoires discrètes 
Loi de Poisson

Distribution:

Pr(X=k) = e- k/k!
 =  t, e = 2,71828

l’espérance mathématique: E(X) = 
variance: Var (X) = 
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Variables aléatoires discrètes 
Loi de Poisson
• Le nombre des naissances dans un maternité d’un hôpitaux dans un 

année est 1000. La moyenne des naissances par jour est 1000/365, 
donc 2,74. 

• On peut calculer la probabilité d’avoir 0, 1, 2, … naissances par jour, 
avec la distribution du Poisson. Ex:

• P(0) = e-2,74 2,740/ 0!  = 0,065

• P(1) = e-2,74 2,741/ 1!  = 0,177

• P(2) = e-2,74 2,742/ 2!  = 0,242

• P(3) = e-2,74 2,743/ 3!  = 0,221 (22,1%)
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Variables aléatoires continues 
Densité de Probabilité

 La fonction densité de Probabilité f(x) d’une v.a. X 

 est une fonction f positive telle que:

 Pr(a < X <= b) = la surface entre le graphique f et les droites x = a et x = b

 La surface totale en dessous du graphique de f est 1,

 La fonction de répartition F associe a la v.a. X
• F(x) = Pr(X  x)

27

Variables aléatoires continues Esperance 
mathématique et Variance

 Esperance mathématique :

 Variance:

 Var(X)= 2 =

 Ecart type

28
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Variables aléatoires continues 
Loi Normale (GAUSS)

29

Model: N(, 2), dépend de la moyenne et la variance/déviation standard
la concentration des substances dans le sang (glicemie, trigilicerides…)
l’erreur de mesure d’un certain objet, quantité (hauteur…), etc.

E(X) = 
V(X) = 2

Applications: 
le test Z pour comparaison des moyennes/fréquences
intervalles de confiance pour les moyennes/fréquences
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Fonction densité de probabilité:

Variables aléatoires continues 
Loi Normale centrée réduite

30
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σ
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Loi normale centrée réduite N(0,1)
Pour simplifier l’utilisation de la lois Normale

On fait une transformation

Donc pour la variable aléatoire Z:
µ = 0
σ = 1

sans unité de mesure
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-3 -2 -1 0 1 2 3

0
.0

0.
1

0.
2

0
.3

0
.4

Normal Distribution:  = 0,  = 1

x

D
e

n
si

ty

2)
σ

μx
(

2

1

e2πσ

1
f(x)






29

30



16

Variables aléatoires continues 
Loi Normale centrée réduite

• Associée a la lois normale centrée réduite avec la densité de probabilité… il y a un nombre des 
tableaux qui permet un utilisation pratique de ce lois. Elle sont calculées depuis la fonction de 
densité de probabilite

• Ce tableau donne l’aire sous la courbe normale centrée réduite, entre 0 et un valeur Z

1DS-0,34, 2*1DS-0,68
1,96DS – 0,475
2*1,96DS – 0,95

Première décimale

deuxième décimale

• Propriétés de la distribution Normale (Gauss)

• Symétrique, unimodale, en forme de cloche
• Dans l'intervalle m +/- 1 DS on trouve ~68,3 % de la population.

• Dans l'intervalle m +/- 2 DS on trouve ~95,5 % de la population.

• Dans l'intervalle m +/- 3 DS on trouve ~99,7 % de la population.

• (m – moyenne, DS – déviation standard)

Variables aléatoires continues 
Loi Normale centrée réduite

1 DS     ~68% 2 DS     ~95% 3 DS     ~99%

31

32



17

• Application de la lois Normale: 

• La description des données

• Si vous lisez un article scientifique beaucoup des statistiques sont écrites 
comme moyennes et déviations standard. 

• Exemple: 

• - le poids des malades a été 78,6 kg en moyenne, avec un écart type de 8,3. 

• Ca signifie que 

• - entre 78,6 (la moyenne) plus ou moins 8,3 (1 écart type) on trouve 68% 

• des poids des sujets dans l’  étude.

• - entre 78,6 plus ou moins 8,3*1,96 (approximatif 2 écart type) on trouve       
95% des poids des sujets dans l’ étude.

Variables aléatoires continues 
Loi Normale centrée réduite

1 DS     ~68% 2 DS     ~95%

Loi Normale (GAUSS)
Applications: 

 Intervalle de confiance pour un moyenne
Exemple: on prend un échantillon d’une population des personnes 
âgées . 
On mesure le taux du cholestérol. Notre question est: quelle est la 
vrai moyenne dans la population, et on s’intéresse a calculer un 
intervalle dans lequel on va trouver la vrai moyenne avec un 
probabilité de 95% (par convention). 
Pour trouver cet intervalle on a besoin de savoir quelle est la lois de 
probabilité dans la population. 
On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois 
Normale. On vérifie la normalité des données. Si le données sont 
proche a la distribution normale (histogramme symetrique, …) on 
considère qu’on peut utiliser cette lois. 
On calcule la moyenne (ex. 184,3) et la déviation standard dans 
l’échantillon
Avec la moyenne et l’ écart type du cholestérol (si on suppose que le 
taux du cholestérol est normale distribuée), en utilisant la lois normale, 
on peut trouver que la vrai moyenne est compris entre 164,3 et 
204,3 avec une probabilité de 95%. 
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Loi Normale (GAUSS)
Applications: 

 Intervalle de confiance pour un fréquence (voir la lois Binomiale) –
c’est identique. D’habitude si le nombre des sujets (expérimentes) est réduit on utilise la 

loi Binomiale mais s’il est grand on utilise la lois Normale.

 Le test Z pour comparaison des moyennes
Exemple: On donne a l’un des deux échantillons un traitement 
hypocholestérolémiant. On mesure le taux du cholestérol. 
On calcule les moyennes des deux échantillons (ex. 174,1 pour le 
group avec le traitement, et 194,4 pour le group sans traitement).
Notre question est: est qu’il y a une différence réelle entre les 

deux groups? Ou mieux: est qu’il y a une différence réelle entre les 
deux les populations? Ou en réalité les deux populations (traitée 
et non traitée) sont identiques? 

Loi Normale (GAUSS)
Applications: 

On peut calculer quelle est la probabilité d’avoir une différence 
identique a celle qu'on a observe 194,4 – 174,1, ou plus grande 
qu’elle, si dans la réalité dans les populations depuis 
lesquelles on a extrait nos deux échantillons (traitée et non 
traitée) la différence est zero (0). Pour trouver cet probabilité on a 
besoin de savoir quelle est la lois de probabilité. 
On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois 
Normale. On vérifie la normalité des données. Si le données 
sont proche a la distribution normale on considère qu’on peut 
utiliser cet lois.
On peut trouver que cette probabilité est 0.03 donc 3%. 
Par convention cette probabilité est petite (inferieure a 0.05), et 
on peut conclure que en fait il y a une différence 
statistiquement signifiante entre les deux populations. 
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La loi de Student tn

• La variable aléatoire Student tn
• variable aléatoire continue – pour estimer la moyenne d’un echantillon
• qui prend des valeurs dans l’intervalle (-, +)
• dépend d’un paramètre n appelée degrés de liberté (d.d.l).

• Soit X0, X1, …, Xn n variables aléatoires indépendantes 
• qui suive la lois normale centrée réduite. 

• La variable aléatoire Tn suive 
• un lois de probabilité Student avec n dégrée de liberté

• Ou ν c’est le nombre d.d.l et Γ c’est la fonction gamma.
 Fonction densité de probabilité:
 P[ tk < -x ] = P[ tk > x],
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La loi de Student tn
 tn N(0, 1), quand n, 
 Si n > 30 la lois Normale et la lois Student sont très proches

 Student (n = 2)     Student (n = 5)     Student (n = 30)         Normale

On peut observer si le nombre des degrés de liberté (n) est égal ou plus grand que 30,
la loi de Student tend vers un lois Normale.
Donc on peut utiliser le test Student pour des échantillons réduits, et puis on peut
approximer avec le test Z (qui utilise la lois Normale).
Mais on va pas faire ca parce que le test Z a besoin de savoir la déviation standard
dans la population (qui d’habitude n’est pas connue)
C’est plus simple d’utiliser le test Student pour toutes les types d’ échantillons (petits
ou grands)
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La loi de Student tn

• Propriétés de la distribution t
• symétrique 
• unimodale
• en forme de cloche
• les queues sont plus longues que les queues de la 

distribution normale

•Donc elle est plus indiquée pour des situations quand on a 
une petit échantillon. Quand on a données limitées, on n’a 
pas confiance que les résultats sont surs. Donc quand on 
cherche a deviner qu'est que se passe dans la population, 
si l’ échantillon est petit, on a besoin des intervalles de 
confiance plus larges que ceux offert par la lois normale, 
pour indiquer la manque de confiance dans les données en 
quantité limitée. La lois student offre des intervalles de plus 
en plus larges, plus le nombre des sujets (et les dégrées de 
liberté) sont réduits

40

La loi de Student tn

 Applications: 
 Intervalle de confiance 

 d’une moyenne pour un échantillon de taille n
 avec n-1 dégrées de liberté (voir cours)

 d’une différence entre deux moyennes pour deux échantillons 
indépendants 

 avec  n1 + n2 - 2 dégrées de liberté
 Le test de Student pour la comparaison de moyennes,

 Test t pour un echantillon (voir cours)
 Test t pour échantillons apparies, (voir cours)
 (on comparer le même échantillon (n sujets) avant et après un 

intervention
 avec n - 1 dégrées de liberté

 Test t pour des échantillons indépendants (avec n1, et n2 sujets)
(voir cours)

 avec n1 + n2 - 2 dégrées de liberté
 Le test Student pour le coefficient de corrélation (voir cours)
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La loi de Student tn

Applications: 
 Intervalle de confiance pour un moyenne

Exemple: on prend un échantillon de 25 sujets d’une population des 
personnes âgées . 
On mesure le taux des triglycérides. On calcule la moyenne (ex. 162,8). 
Notre question est: quelle est le vrai moyenne dans la population. 
On peut calculer un intervalle dans lequel on va trouver la vrai moyenne 
avec un probabilité de 95% (par convention). 
On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois Normale. 
On vérifie la normalité des données. Si le données sont proche a la 
distribution normale on considère qu’on peut utiliser cet lois. Mais on n’a 
pas la moyenne et l’écart type dans la population. En plus l’ échantillon est 
petit < 30. On va utiliser la lois t du Student.
Avec la moyenne et l’ écart type du cholestérol (si on suppose que le taux 
du cholestérol est normale distribuée), en utilisant la lois t, on peut trouver 
que la vrai moyenne est compris entre 152,8 et 172,8 avec une probabilité 
de 95%. 

42

La loi de Student tn
Applications: 
 Le test Student pour comparaison des moyennes des 
échantillons indépendants

Exemple: On donne a l’un des deux échantillons (de 12 sujets) un 
traitement et un placebo pour baiser le taux des triglycérides. On mesure 
le taux du triglycérides. 
On calcule les moyennes des deux échantillons (ex. 145,1 pour le group 
avec le traitement, et 187,9 pour le group sans traitement). 
Notre question est: il y a une différence réelle entre les deux groups? Ou 
mieux il y a une différence réelle entre les deux les populations? Ou en 
réalité les deux populations (traitée et non traitée) sont identiques? 
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La loi de Student tn
Applications: 
 Le test Student pour comparaison des moyennes des 
échantillons indépendants

On peut calculer quelle est la probabilité d’avoir une différence identique a 
celle qu'on a observe 187,9 – 145,1, ou plus grande qu’elle, si dans la 
réalité dans les populations depuis lesquelles on a extrait nos deux 
échantillons (traitée et non traitée) la différence est en réalité nulle (0). 
On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois Normale. 
On vérifie la normalité des données. Si le données sont proche a la 
distribution normale on considère qu’on peut utiliser cet lois. Mais on n’a 
pas la moyenne et l’écart type dans la population. En plus l’ échantillon est 
petit < 30. On va utiliser la lois t du Student.
Avec la moyenne et l’ écart type du cholestérol (si on suppose que le taux 
du cholestérol est normale distribuée), en utilisant la lois t, on peut trouver 
que cette probabilité est 0.01 donc 1%. 
Par convention cette probabilité est petite (inferieure a 0.05), et on peut 
conclure que en fait il y a une différence statistiquement signifiante entre 
les deux populations. 

• Pr(|tn>x|)=P   Pr(tn<-x ou tn>x)=P

• Ou n – d.d.l., P une probabilité, tn – valeur du v.a. Student

La loi de Student tn
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Loi du 2 (KHi-2)
45

La Distribution 2 de Pearson
décrit le comportement statistique 
d’une somme des carres des variables aléatoires normale 
distribuées, centrées, réduites, indépendantes: 

(ou Xi sont de type N(0,1)).
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Fonction densité de probabilité:

 La loi 2 est définit sur [0, + ) et a d.d.l. = n degrés de liberté,

 E(2) = n,  

 Var(2) = 2 n,

 Applications: 

 Le test 2 d’independence (voir cours)
 avec (L-1)*(C-1) degrés de liberté 

 Le test  McNemar (voir cours): 
 suivre la loi de Chi-deux avec 1 degré de liberté 

46







LC

i
t
i

t
i

o
i

f

ff

1

2
2 )(

Loi du 2 (KHi-2)

 
cb

cb
ddl 


 5,0

2

2

1


45

46



24

47

 2 N(n,√2n), quand n, 
 Si n > 30 la lois 2 et la lois Student sont proches

 2 (n=2)              2 (n=5)              2 (n=30)          Normale
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Loi du 2 (KHi-2)

• Ce tableau donne la valeur pour une probabilité alpha tel 
que X2>X2

nα, ou n = d.d.l

Loi du 2 (KHi-2)

47

48



25

La loi de Fisher

 La loi F 
 est défini sur [0, + ) 
 décrit le comportement 

 d’une division entre deux variables aléatoires 
 qui suivent un lois 2

 chaque d’eux divisée par le nombre des dégrées de liberté correspondant:
Fn1, n2= 2(n1)/2(n2)

 La loi de Fisher a deux dégrées de liberté n1 et n2
 Applications: 
 Le test Fisher pour comparer deux variances
 Le test ANOVA pour comparer des moyennes de >=3  échantillons (voir 

cours)
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Fisher N(), quand n1 et n2, 

 Fisher (n1, n2=2) Fisher (n1, n2=5) Fisher (n1, n2=30)     Normale
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• Ce tableau donne la valeur telle que pour une 
probabilité alpha de 0,05, F>Fn1n2α ou n1, n2=d.d.l

La Loi du Fisher

Lois Tests statistiques

Binomiale  Intervalle de confiance pour un proportion

 test binomial pour un proportion

Poisson Régression Poisson – prédiction des événements dans le temps / espace

Normale • intervalles de confiance pour les moyennes/fréquences
• le test Z pour comparaison des moyennes/fréquences

Student
(t)

 Intervalle de confiance 
 d’une moyenne pour un échantillon 
 d’une différence entre deux moyennes pour deux échantillons 

indépendants 
 Le test de Student pour la comparaison de moyennes

 Test t pour échantillons apparies (eg. on compare le même échantillon 
avant et après un intervention

 Test t pour des échantillons indépendants (avec variances égales ou 
inégales)

 Le test Student pour le coefficient de corrélation 
 Le test Wald pour les coefficients de la régression linéaire

2 Le test 2 d’independence
Le test  McNemar

Fisher Le test Fisher pour comparer deux variances
Le test ANOVA pour comparer des moyennes de >=3  échantillons 

Les lois de prob. et leurs applications
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Les lois de prob. et leurs applications

• On observe que au lieu d’utiliser la lois normale centrée 
réduite on utilise la lois t (student) parce qu’elle est plus 
pratique, elle nous aide aussi quand les échantillons sont 
petits, mais aussi quand les échantillons sont grands (et 
similaire a la lois normale). 

• On effet il n’y a pas une seule bonne variante d’ utiliser 
les lois de probabilité. Ca dépend de préférence, 
d’habitude. 

• Mais dans notre cours on a fait ces chois pour pour avoir 
une uniformité pour l’ évaluation pendant l’examen.

Exemples dans des articles

Characteristics Treatment Group 
(N=257)

Control Group 
(N=257)

Age, mean (sd), years 56.7 (10.5) 57.9 (9.6)
Female, No. (%) 114 (44.4) 123 (47.9)
Smoking history, No. (%)

Never smoked 129 (50.2) 144 (56.0)
Former 89 (34.6) 86 (33.5)
Current 39 (15.2) 27 (10.5)

Diabetes factors, mean (SD)

HbA1c, % 7.8 (0.65) 7.8 (0.60)
Fasting glucose, mg/dL , median 150 147

IQR (quartile 1  - quartile 3) (125 – 174) (122 – 172)
Duration of diabetes, years 12.3 (8.2) 11.3 (8.4)

Anthropometrics, mean (SD)

Weight, kg 99.5 (24.3) 97.5 (21.7)

BMI, kg/m2 34.7 (7.5) 34.2 (6.7)

Blood pressurec, mean(sd), mm Hg

Systolic 133.1 (20.7) 135.1 (20.4)

Diastolic 78.8 (12.3) 78.8 (10.9)

Depuis: Engebretson SP, Hyman LG, Michalowicz BS, Schoenfeld ER, Gelato MC, Hou W, Seaquist ER, 
Reddy MS, Lewis CE, Oates TW, Tripathy D, Katancik JA, Orlander PR, Paquette DW, Hanson NQ, Tsai 

MY. The effect of nonsurgical periodontal therapy on hemoglobin 
A1c levels in persons with type 2 diabetes and chronic 
periodontitis: a randomized clinical trial. JAMA. 2013 Dec 18;310(23):2523-32.

Observez l’utilisation du: moyenne et la déviation standard dans 
les résultats des articles scientifiques:

Pour le poids (weight) – le fait qu’ils 
montre la moyenne et la déviation 
standard signifie que les données sont 
normale distribuées (on suppose q’ils ont 
vérifiée ca mais ils ne montre pas cette 
étape). 
La moyenne de 99,5 nous indique ou est 
le centre des valeurs du poids dans le 
group avec traitement
La déviation standard (SD – standard 
deviation) de 24,3 nous indique que dans 
l’ intervalle moyenne de 99,5 moins 24,3 
(1DS) et moyenne plus un déviation 
standard, il y a approximative 68% des 
poids des sujets
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Exemples des questions pour l’examen

• 1) *La distribution de probabilité d’apparition d’un allergies a administration d’un 
traitement qui a été donné a 3 sujets est en haut. Quelle est l'Esperance mathématique de 
la variable aléatoire associée a le phénomène décrit antérieur?

• a) 0,3

• b) 0,4

• c) 1

• d) 1,4

• e) 0,7

• Réponse: a

• Explication = 0*0.4 + 1*0.3 + 2*0.2 + 3*0.1

Réponse: c (variable aléatoire discrète)

2) Lesquels des suivantes applications de les lois des probabilités sont justes:

• a) lois binomiale – test Ficher exact

• b) lois student – test t pour des échantillons indépendants avec variances égales

• c) lois t– test student pour des échantillons indépendants avec variances inégales 

• d) lois Fisher – test Fisher exact

• e) lois Fisher – le test Fisher pour comparer deux variances
• Réponse: b, c, e

X 0 1 2 3
Pr(x) 0.4 0.3 0.2 0.1

Exemples des questions pour l’examen
3) Regardes le table suivant depuis une article scientifique médical. Il étudie des patients avec 
insuffisance rénale. Répondez aux questions sur le diapositive suivante

Rodríguez-Poncelas A, Mundet-Tudurí X, Miravet-Jiménez S, Casellas A, 
Barrot-De la Puente JF, Franch-Nadal J, Coll-de Tuero G. Chronic Kidney 
Disease and Diabetic Retinopathy in Patients with Type 2 Diabetes. PLoS
One. 2016 Feb 17;11(2):e0149448. https://doi.org/10.1371/journal.pone.0149448Lien vers l’article:
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Exemples des questions pour l’examen
3) Lesquelles des réponses suivantes sont correctes :

a) Pour la caractéristique des sujets - Haemoglobin (g/dL) (hémoglobine), on peut faire des mesures 
(essais) sur un nombre des individues, et puis leurs résultats peuvent être associée a des valeurs 
numériques, et ca représente une variable aléatoire continue

-> parce que les valeurs de la caractéristique (hémoglobine en g/dL) sont des nombres, elle est quantitative; 
parce que on peut mesurer les valeurs avec une précision qui nous donne des valeurs avec décimales, 
(même si on n’écrive pas les décimales, seulement s’ils sont possibles, en théorie), la caractéristique est 
continue; le fait qu'on associe a des résultats des essais des valeurs numériques – ca représente une 
variable aléatoire. au final est une variable aléatoire continue. => vraie

Une indice pour le fait que la caractéristique est quantitative, est le fait qu’ils on calcule la moyenne -
Haemoglobin (g/dL), mean
b) Pour la caractéristique des sujets - Heart rate (bpm) (fréquence cardiaque – en battements par minute, 
une seule mesure par sujet) ), on peut faire des mesures (essais) sur un nombre des individues, et puis leurs 
résultats (on compte combiens des battements par minute) peuvent être associée a des valeurs numériques, 
et ca représente une variable aléatoire discrète
-> parce que les valeurs de la caractéristique (fréquence cardiaque – en battements par minute) sont des 
nombres, elle est quantitative; C’est difficile de dire s’il est continue ou discrète. Ca dépend des chercheurs. 
Un étude peut mesurer un seul fois la fréquence cardiaque – dans ce cas, le nombre des battements sera 
quantitative discrète. Si on les chercheurs ont mesure trois fois la fréquence cardiaque a 5 minute intervalle, 
et ils ont fait la moyenne, la variable sera quantitative continue, parce que on peut avoir des décimales. Ici 
c’est précisé  - une seule mesure par sujet, donc la caractéristique est quantitative discrète => vraie
Une indice pour le fait que la variable est quantitative, est le fait qu’ils on calcule la moyenne - Heart rate 
(bpm), mean

c) Pour la caractéristique des sujets – Hypertension n (%), on peut faire des mesures (essais) sur un nombre 
des individues, et puis leurs résultats (on compte combiens sujets ont l’hypertension (« succès » de l’essai), 
parmi le total des essais – le nombre total des sujets) peuvent être associée a des valeurs numériques, et ca 
représente une variable aléatoire discrète – et on peut étudier les probabilités associées a les résultats des 
essais avec la lois Binomiale
-> parce que les valeurs de la caractéristique (hypertension) sont du texte (avec/sans hypertension), elle est 
qualitative dichotomique (parce que il y a seulement deux valeurs possibles); on peut associer a ce gens des 
valeurs le concept de succès de l’essai, et l’ échec; la variable aléatoire qui associée a un nombre des 
« succès » dans un nombre des essaies, une valeur numérique, est une variable aléatoire discrète parce que 
le nombre des succès sont seulement des valeurs entières; on peut étudier les probabilités associées a les 
résultats des essais de ce gens avec la lois Binomiale => vraie

Réponse: a, b, c

Les difficultés pour l’évaluation de la 
normalité des données

• Pour savoir quelle est la lois de probabilité la plus proche a une série des 
données collectées sur un échantillon, on peut évaluer la distribution a l’aide 
des graphiques (histogramme, statistiques: coefficient d’ asymétrie, coefficient 
d’ aplatissement) – voir le cours 5. 

• Quand les échantillons sont avec beaucoup des sujets, on est plus sur
que la distribution des probabilités observe sur l’ échantillon, est similaire
a la distribution des probabilités de la population depuis laquelle on a 
extrait l’échantillon. 

• Quand les échantillons sont avec un nombre réduit des sujets, on est 
moins sur que la distribution des probabilités observe sur l’ échantillon, 
est similaire a la distribution des probabilités de la population depuis 
laquelle on a extrait l’échantillon. 

• Voir des simulations des extractions des échantillons depuis la même 
distribution normale d’une population de 1 000 000 sujets. Plus les 
échantillons sont petits ils ne semble pas normale distribuées (même si on les 
a extrait depuis une population avec distribution normale). Donc ces 
simulations sont une suggestion de la difficulté de deviner la vraie 
distribution des données dans la population, en regardant une 
échantillon
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On observe que les échantillons de grande taille (avec beaucoup des 
observations) extraites depuis une population normale sont très proche 
a la distribution normale.

• Histogrammes des échantillons extraits depuis une population normale distribuée (taille 
de 1 000 000 sujets) de l'âge avec une Moyenne de 50, déviation standard de 10. 

• Ici les échantillons ont la taille de 5000 sujets.
• Abréviations: n – nombre sujets de l’échantillon, m = Moyenne de la population (le logiciel n’accepte 

pas µ, la notation classique), SD = déviation standard de la population, p(sw) = valeur du p du test 
de normalité Shapiro-Wilk, p(ks) = valeur du p du test de normalité Kolmogorov Smirnov, s = 
coefficient d’asymétrie, k = coefficient d’aplatissement

On observe que plus la taille de l’échantillons extraites depuis une 
population normale, diminue, elles peuvent dévier parfois de la normalité.

• Histogrammes des échantillons extraits depuis une population normale distribuée de l'âge avec 
une Moyenne de 50, déviation standard de 10. 

• Ici les échantillons ont la taille de 100 sujets.
• Abréviations: n – nombre sujets de l’échantillon, m = Moyenne de la population, SD = déviation standard de la 

population, p(sw) = valeur du p du test de normalité Shapiro-Wilk, p(ks) = valeur du p du test de normalité 
Kolmogorov Smirnov, s = coefficient d’asymétrie, k = coefficient d’aplatissement

• Avec bleu – le coefficient d’ aplatissement ou asymétrie sont en dehors de (-1; 1)

• La forme de l’histogramme peut sembler parfois que les données ne sont pas normale distribuées (même si la population est normale …)
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• Histogrammes des échantillons extraits depuis une population normale distribuée de 
l'âge avec une Moyenne de 50, déviation standard de 10. 

• Ici les échantillons ont la taille de 50 sujets.
• Abréviations: n – nombre sujets de l’échantillon, m = Moyenne de la population, SD = déviation 

standard de la population, p(sw) = valeur du p du test de normalité Shapiro-Wilk, p(ks) = valeur du p 
du test de normalité Kolmogorov Smirnov, s = coefficient d’asymétrie, k = coefficient d’aplatissement

• Avec bleu – le coefficient d’ aplatissement ou asymétrie sont en dehors de (-1; 1)

• Avec rouge – les tests de normalité ont le p < 0,05

On observe que plus la taille de l’échantillons extraites depuis une 
population normale, diminue, elles peuvent dévier parfois de la normalité.
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Histogrammes des échantillons extraits depuis une population normale distribuée de l'âge avec une 
Moyenne de 50, déviation standard de 10. 

Ici les échantillons ont la taille de 30 sujets.
Abréviations: n – nombre sujets de l’échantillon, m = Moyenne de la population, SD = déviation standard de la 
population, p(sw) = valeur du p du test de normalité Shapiro-Wilk, p(ks) = valeur du p du test de normalité 
Kolmogorov Smirnov, s = coefficient d’asymétrie, k = coefficient d’aplatissement
La forme de l’histogramme peut sembler parfois que les données ne sont pas normale distribuées (même si la population est normale …)

On observe que plus la taille de l’échantillons extraites depuis une 
population normale, diminue, elles peuvent dévier parfois de la normalité.
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On observe que plus la taille de l’échantillons extraites depuis une 
population normale, diminue, elles peuvent dévier parfois de la normalité.

• Histogrammes des échantillons extraits depuis une population normale distribuée de l'âge avec 
une Moyenne de 50, déviation standard de 10. 

• Ici les échantillons ont la taille de 10 sujets. Abréviations: n – nombre sujets de l’échantillon, m = 
Moyenne de la population, SD = déviation standard de la population, p(sw) = valeur du p du test de normalité 
Shapiro-Wilk, p(ks) = valeur du p du test de normalité Kolmogorov Smirnov, s = coefficient d’asymétrie, k = 
coefficient d’aplatissement

• Avec bleu – le coefficient d’ aplatissement ou asymétrie sont en dehors de (-1; 1)

• Avec rouge – les tests de normalité ont le p < 0,05. Les déviations observées dans les histogrammes sont de plus en plus grandes!

FIN….
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 Graphique réalisé par Daniel Leucuța avec:
 R software envinronment for statistical computing and graphics

 Ou avec Teaching demos – package
 http://www.r-project.org/
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