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L’utilité des variables aléatoires

• modélisation de la distribution théorique d’une variable d’ intérêt 

• extrapoler la distribution des données mesurées sur un échantillon extrait d’un 

population a la population entière
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EXPERIENCE ALÉATOIRE, ÉVÈNEMENT ALÉATOIRE…..

• Une expérience (épreuve) peut être aléatoire ou non. 
• Une expérience est aléatoire si ses résultats sont imprédictibles 
• Même si on répète l’expérience dans des conditions identiques 

on peut observer des résultats différents.
• Exemples des expériences: 

 le jeux de dé
 mesurer la température d’un individu
mesurer le taux du cholestérol d’un patient, 
savoir si un patient pris au hasard a du diabète ou non
 savoir s’il souffre d’une maladie parodontale ou non
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EXPERIENCE ALÉATOIRE, ÉVÈNEMENT ALÉATOIRE…..

• Un seul résultat d’une expérience est un événement élémentaire. 

- exemple: 

 pour le jeux de dé: la face 1, 2, …; 

 pour la température: 36,5 ou 38,2; 

 pour la présence de la maladie parodontale: oui/non, …

• L’ensemble des toutes événements élémentaires possibles d’une 
expérience aléatoire représente l’espace fondamental. 

- ex. Pour le jeux de dé: l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 
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Exemple

Espace fondamentalEspace fondamentalRésultats d’une 
expérience aléatoire

Résultats d’une 
expérience aléatoire

On associe des 
nombres réels
On associe des 
nombres réels

Variable aléatoireVariable aléatoire1         2         3         4          5       6

1/6    1/6   1/6   1/6   1/6   1/6
On associe des 
probabilités
On associe des 
probabilités

Distribution de probabilité Distribution de probabilité 

On sélection toutes les 
valeurs inferieures a x 

(ex. 3)

On sélection toutes les 
valeurs inferieures a x 

(ex. 3)

Fonction de répartition
 Pr(1)+Pr(2)+Pr(3)

=3/6=0,5

Fonction de répartition
 Pr(1)+Pr(2)+Pr(3)

=3/6=0,5
Pr(X≤3)
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Variable aléatoire

 Une variable est aléatoire = variable dont la valeur est un nombre déterminé par 
l’événement d’une éxperience aleatoire (les valeurs de la variable sont 
mutuellement exclusives ayant une probabilité donnée)

 Notée en lettres majuscules: X, M, N,…tandis que leurs valeurs sont notées en lettres 
minuscules (x, m, n…)

 Probabilité que la variable X prenne la valeur x: Pr(X=x)=p(x)

 Probabilité que la variable X prenne une valeur  inferieure ou égale a x: 
Pr(X≤x)=F(x)   (fonction de répartition)
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Variable aléatoire
 Etant donnée E = espace fondamental qui correspond a un expérience aléatoire. 

 Définition: 

 Une variable aléatoire (v.a.) dans un espace fondamental E, noté X est un 
fonction définit sur E qui prend des valeurs dans l’ensemble des nombres réels

 Une variable aléatoire X est une variable numérique qui prend différents 
valeurs avec des probabilités spécifiées

 À une variable aléatoire X on peut associe des probabilités avec lesquelles cette 
variable aléatoire peut prendre certaines valeurs

 Pr(X = a) → la probabilité que X va prendre la valeur a

 Pr(a ≤ X ≤b) → la probabilité que X prends des valeur dans l’intervalle [a, b]
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Distribution de probabilité d’une variable aleatoire

 Distribution de probabilité: ensemble (ou énumération) des toutes les valeurs 
possibles de la variable avec leurs probabilités correspondantes

ou 

 Loi de probabilité: relation (mathématique) entre les valeurs de la variable et 
leur probabilités

 Chaque distribution de probabilité est définie par certains paramètres
(moyenne, variance) qui sont des mesures synthétiques caractérisant la 
distribution (leur connaissance permet  décrire la distribution)

 la distribution de probabilité peut être soit discrète ou continue (selon le type de 
la variable aléatoire)
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Distribution de probabilité d’une variable aléatoire

• Distribution de probabilité d’une variable aleatoare finite X il est aussi 
noté par le tableau suivant:

�:
�� �� …     ��

	
 �� 	
 �� …      	
 ��

• Les probabilités qui apparaissent dans la distribution d'une variable 
aléatoire finie X vérifient la condition suivante:
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Variables aléatoires DISCRÈTES

DEFINITION: 

• La variable ne peut prendre 
que des valeurs entiers

• il y a un ensemble discret 
de valeurs 

• avec des probabilités 
spécifiées

• la variable prends un 
nombre finit ou au moins 
dénombrable des valeurs

Exemples:

 Pour la variable X: variable caractérisant le résultat du jet 
d’un dé 

 distribution de probabilité de X:

�:
� � �          �

�/� �/� �/�     �/�
     

�

�/�

    �
     �/�

  

La somme de probabilités: 1/6+1/6+…+1/6=1

 Pour la variable X: apparition d’un résultat positif d’un 
traitement parodontal appliqué aux 4 sujets (0 sur 4, 1 sujet 
sur 4, 2 sujets sur 4 … )

 distribution de probabilité de X: 

�:
�

�, ���   
� � �          �

�, ��� �, ��� �, ���    �, �� 
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VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES:  
esperance, variance et écart-type

 Esperance mathématique ou la moyenne théorique d’une v.a. X

Exemple:  Soit la variable caractérisant le résultat d’un traitement

�:
�

�, ���   
� � �          �

�, ��� �, ��� �, ���    �, �� 

E(X) = 0*0,008 + 1*0,076+2*0,265 + 3*0,411 + 4*0,24 = 1,31

 Variance de X:

 Ecart-type (deviation standard) de X
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variables aléatoires DISCRÈTES: 
Loi Bernoulli

 B (1, p)
 L’expérience consiste dans 1 épreuve
 La épreuve a seulement les résultats 1 (“succès”) et 0 (“échec”)
 La probabilité de “succès” est p et “d’ échec” est 1 – p = q

Pr(succès) = p, Pr(échec) = q = 1 -p
 Exemple: 

− avec/sans maladie parodontale, avec/san obésité, fumeur/non fumeur, 
avec/sans ulcère gastrique
− C’est un cas spécial du distribution Binomiale avec n = 1
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Variables aléatoires discrètes: Loi Bernoulli

Distribution de X:

�:
� �

& '

E(X) = p

Var (X) = p ( q = p ((1 – p)
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Variables aléatoires DISCRÈTES: 
Loi Binomiale
 Bi(n, p)

 L’expérience consiste dans n épreuves indépendantes
 Une épreuve a seulement les résultats “succès” et “échec”
 La probabilité de “succès” est p et “d’ échec” est 1 – p = q

Pr(succès) = p, Pr(échec) = q = 1 - p
 X = le nombre de “sucées”  : {0, 1, 2, … , n}
 Exemple: 

− Le nombre de personnes parmi 30 - saines/ ou sans caries
 Application: 

 test binomial pour un proportion
 Intervalle de confiance pour une proportion
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Variables aléatoires discrètes: Loi Binomiale
Application: 

 Intervalle de confiance pour un proportion

 Exemple: on prend un échantillon d’une population des personnes âgées . 

• On compte combien des sujets ont des prothèses dentaires dans un échantillon. 

• On trouve le pourcentage (5%). 

• La question de recherche: Quelle est le vrai pourcentage dans la population?? 

• On peut calculer un intervalle dans lequel on va trouver la vrai pourcentage avec un probabilité 
de 0.95 (par convention). 

• Pour trouver cet intervalle on a besoin de savoir quelle est la lois de probabilité. 

• Dans ce cas on peut observer que la variable X = Nombre de sujets ayant des prothèse 
dentaire suit la loi binomiale

• Ici le succès est la présence de la prothèse, et l’échec est l’absence. 
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Variables aléatoires discrètes: Loi Binomiale

• On peut calculer la probabilité qu'un variable aléatoire 

• est égale au nombre des ”succès” (k) parmi les « n » épreuves

• Distribution de X:

�:
� � 4         … .     �

	
 � � � 	
 � � 1 … 	
 � � 4 … . 	
 � � �

n – nombre des expériences, k nombre des résultats «succès»

E(X) = n ( p 

Var (X) = n ( p ( q = n ( p ( (1 – p)
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Variables aléatoires discrètes: Loi Binomiale

Exemple:

Quelle est la probabilité d’avoir 2 garçons dans une famille avec 5 enfants.

On connait que: 

- a chaque naissance la probabilité d'avoir un garçon est 0.51

- et les sexes d'enfants - des événements independates

• Solution: 

• En utilisant une distribution binomiale avec le paramètres 

• n = 5 et p = 0.51 pour k = 2, nous avons:

306.0)49.0()51.0(
!3!2

!5
)49.0()51.0(C)2XPr( 32322

5 =
×

===
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Variables aléatoires discrètes: Loi Binomiale
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M(X) = 20 * 0,9 = 18; Var (X)= 20 * 0,9 * 0,1 = 1,8

σ = 1,34
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M (X)= 20 * 0,1 = 2; Var(X) = 20 * 0,1 * 0,9 = 1,8; 

σ = 1,34

Voici deux simulations de 20 expérimentes binomiales avec  un probabilité de succès p = 0.90 a la 
gauche et p = 0.10 a la droite. La variance est identique, mais la moyenne est différente.
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Variables aléatoires discrètes: Loi de Poisson

Po(λλλλ) = la loi d’événements rares

 La variable aléatoire de Poisson: 

 variable discrète qui a un infinité dénombrable des valeurs 0, 1, …

 Représente le nombre des réalisations dans un intervalle de temps ou d’espace

 nombre des entrées dans un cabinet/nombre interventions/nombre extractions,… 

 nombre des bactéries dans un millilitre d’eau, nombre des cellules blanc dans 1 ml de 
sang…

 On connais le nombre attendu λ d’événements dans une  intervalle unité 

 X = le nombre d’événements ayant lieu (observé) dans une  intervalle unité 

 Application: 

 Prédiction des phénomènes 

 Régression Poisson 

 Prédire le nombre des malades dans une région, dans une unité de temps
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Variables aléatoires discrètes: Loi de Poisson

Distribution:

Pr(X=k) = e- μμk/k!
μ = λ t, e = 2,71828

E(X) = μ

Var (X) = μ

21

5 10 15 20 25

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

Poisson Distribution: Mean = 14

x

P
ro

ba
bi

lit
y 

M
as

s

5 10 15 20 25

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Poisson Distribution: M ean = 14

x

P
ro

ba
bi

lit
y 

M
as

s



Variables aléatoires discrètes: Loi de Poisson

• Le nombre des naissances dans un maternité d’un hôpitaux dans un année est 1000. 
La moyenne des naissances par jour est 1000/365, donc 2,74. 

• On peut calculer la probabilité d’avoir 0, 1, 2, … naissances par jour, avec la 
distribution du Poisson. Ex:

• P(0) = e-2,74 2,740/ 0!  = 0,065

• P(1) = e-2,74 2,741/ 1!  = 0,177

• P(2) = e-2,74 2,742/ 2!  = 0,242

• P(3) = e-2,74 2,743/ 3!  = 0,221 (22,1%)
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Variables aléatoires CONTINUES

DEFINITION: 

• La variable qui prenne n’importe quelle valeure réelle dans un intervalle donné.

• les valeurs ont des probabilités spécifiées

• peut prendre un ensemble non dénombrable des valeurs

 Exemples:
X: le poids
X: la taille
X: indice de teinte des dents (engl. Tooth shade index)
X: profondeur de poche (P.P.D Probing Pocket Depth)*
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Mesurés sur des sujets tirés au hasard 
d’une population

* la distance séparant le sommet de la gencive marginale du fond de la poche



Les plus importantes distributions des probabilités

∻ En général, on ne connait pas les loi des distributions des variables dans le domaine 
médical/médical dentaire/biologique, …

∻On cherche d’encadrer ces distributions dans des distributions théorétiques

∻ Ces distributions théorétiques sont des modèles avec lesquelles on va travailler

Distributions théorétiques:

• discrets: 
– Binomiale: (le nombre de fois qu'un résultat d’interet se produit dans un 
nombre donné de tentatives).
– Poisson: (probabilité d'événements rares: p<0,05)

• continues:
–Normale
–Student
–Khi carré
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Variables aléatoires discrètes vs. Variables continues
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Variables aleatoires continues: DENSITÉ DE PROBABILITÉDENSITÉ DE PROBABILITÉDENSITÉ DE PROBABILITÉDENSITÉ DE PROBABILITÉ

 La fonction densité de Probabilité f(x) d’une v.a. X 
 est une fonction f positive telle que:

 Pr(a <X ≤b) = la surface entre le graphique f et les droites x = a et x = b
 La surface totale en dessous du graphique de f est 1,

 La fonction de répartition F associé a la v.a. X:
F(x) = Pr(X ≤ x)
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Variables aleatoires CONTINUES: 
Esperance mathématique et Variance
 Esperance mathématique :

 Variance:
 Var(X)= σ2 =

 Ecart type
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Variables aléatoires continues: Loi Normale (de GAUSS)
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Model: N(m, σ 2), dépend de la moyenne et la variation/déviation standard
la concentration des substances dans le sang (glycémie, triglicérides…)
l’erreur de mesure d’un certain objet, quantité (hauteur…), etc.

E(X) = µ

V(X) = σ2

Applications: le test Z pour comparaison des moyennes/fréquences; 
intervalles de confiance pour les moyennes/fréquences
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Fonction densité de probabilité: probabilité d’observer un événement donné



Variables aléatoires continues: 
Loi Normale centrée réduite

Z= X − μ
σ

2

2
1

2

1 z
e=f(z)

−

π

Loi normale centrée réduite N(0,1)
Pour simplifier l’utilisation de la lois Normale

On fait une transformation:

Donc pour la variable aléatoire Z:
µ = 0
σ = 1

Z: sans unité de mesure

La fonction densité de probabilité:

-3 -2 -1 0 1 2 3
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No rm al D is trib utio n: µ  =  0 , σ  =  1
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30

Pour le calcul de probabilités sans utiliser la fonction densité de probabilité, il y a 
des tables qui permet un utilisation pratique de ce lois. 

Propriétés:
1) Pr(Z≥u)=1-Pr(Z<u)
2) Pr(Z≥-u)=1-Pr(Z<-u)=1-(1-Pr(Z≥u))=Pr(Z≤u)
3) Pr(u≤Z≤v)=Pr(Z≤v)-Pr(Z≤u)
4) Pr(-u≤Z≤u)=Pr(Z≤u)-Pr(Z≤-u)=2Pr(Z≤u)-1

Exemple: Pr(-1≤Z≤1)=???
??? % des valeurs sont dans l’intervalle [µ-σ, µ +σ]

Pr(Z<-1,96 ou Z>1,96): 
?? % des valeurs sont dans l’intervalle [µ-1,96σ; µ+1,96σ] 
- utile pour construire des intervalles de confiance 
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Pr(Z>1.96)
Pr(Z<-1.96)

VARIABLES ALÉATOIRES CONTINUES: 
LOI NORMALE CENTRÉE RÉDUITE



Variables aléatoires continues: 
Loi Normale centrée réduite

• Ce tableau donne l’aire sous la courbe normale centrée réduite

Exemple: u=1.96 ⇒  Pr(Z<1.96)=0.9750
Pr(-1,96≤Z≤1,96)= Pr(Z≤1.96)-Pr(Z≤ -1.96)= 
2∙Pr(Z≤1,96)-1= 2*0,975-1=0,95

Première décimale

deuxième décimale
Pr(Z<u)
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• Propriétés de la distribution Normale (Gauss)

• Est une loi symétrique, unimodale, en forme de cloche

• Dans l'intervalle [moyenne -1∙DS; moyenne +1∙DS] on trouve ~68,3 % de la population.

• Dans l'intervalle [moyenne -2∙DS; moyenne +2∙DS] on trouve ~95,45 % de la population.

• Dans l'intervalle [moyenne -1,96∙DS; moyenne +1,96 ∙DS] on trouve ~95 % de la population.

• Dans l'intervalle [moyenne -3∙DS; moyenne +3∙DS] ~99,7 % de la population.

DS =déviation standard

Variables aléatoires continues: 
Loi Normale centrée réduite

1 DS     ~68% 2 DS     ~95% 3 DS     ~99%
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Loi Normale (GAUSS)
Applications: 

 Intervalle de confiance pour un moyenne

 Exemple: on prend un échantillon d’une population des personnes âgées . 

 On mesure le taux du cholestérol. On calcule la moyenne (ex. 184,3). 

 Notre question est: quelle est le vrai moyenne dans la population. 

 On peut calculer un intervalle dans lequel on va trouver la vrai moyenne avec un 
probabilité de 95% (par convention). 

 Pour trouver cet intervalle on a besoin de savoir quelle est la lois de probabilité dans 
la population. 

 On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois Normale. On vérifie la 
normalité des données. Si le données sont proche a la distribution normale on 
considère qu’on peut utiliser cet lois.

 Avec la moyenne et l’ écart type du cholestérol (si on suppose que le taux du 
cholestérol est normale distribuée), en utilisant la lois normale, on peut trouver que 
la vrai moyenne est compris entre 164,3 et 204,3 avec une probabilité de 95%. 
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Loi Normale (GAUSS)

Applications: 

 Intervalle de confiance pour un fréquence (voir la lois Binomiale) –

c’est identique. 

 D’habitude si le nombre des sujets (expérimentes) 

est réduit on utilise la loi Binomiale 

MAIS s’il est grand on utilise la lois Normale.

 Le test statistique Z pour comparaison des moyennes

Exemple: 

 On donne a l’un des deux échantillons un traitement hypocholestérolémiant. 

 On mesure le taux du cholestérol. 

 On calcule les moyennes des deux échantillons (ex. 174,1 pour le group avec le 
traitement, et 194,4 pour le group sans traitement).

 Question de recherche: il y a une différence réelle entre les deux groups? Ou mieux il y 
a une différence réelle entre les deux les populations? Ou en réalité les deux populations 
(traitée et non traitée) sont identiques? 
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Loi Normale (GAUSS)

Applications: 

 On peut calculer quelle est la probabilité d’avoir une différence identique a celle qu'on a 
observe 194,4 – 174,1 si dans la réalité dans les populations depuis lesquelles on a extrait 
nos deux échantillons (traitée et non traitée) la différence est zero (0). 

 Pour trouver cet probabilité on a besoin de savoir quelle est la lois de probabilité. 

 On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois Normale. 

 On vérifie la normalité des données. 

 Si le données sont proche a la distribution normale on considère qu’on peut utiliser cet 
lois.

 On peut trouver que cette probabilité est 0.03 donc 3%. 

 Par convention cette probabilité est petite (inferieure a 0.05), et on peut conclure que en 
fait il y a une différence statistiquement signifiante entre les deux populations. 
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Variables aléatoires continues:
La loi de Student tn

• La variable aléatoire Student tn

- variable aléatoire continue – pour estimer la 

moyenne d’une population

- qui prend des valeurs dans l’intervalle (-∞, + ∞)

- dépend d’un paramètre n appelée degrés de liberté 

( n=d.d.l).
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 tn ~N(0, 1), quand n→ ∞, 

 Si n > 30 la lois Normale et la lois Student sont très proches

 Student (n = 2)     Student (n = 5)     Student (n = 30)         Normale
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Variables aléatoires continues:La loi de Student tn



• Propriétés de la distribution t

• symétrique 

• unimodale

• en forme de cloche

• les queues sont plus longues 

que la distribution normale

38

Variables aléatoires continues:La loi de Student tn



• Pr(t>|x|)=P  ou   Pr(t<-u ou t>u)=P

• Ou n =d.d.l., P une probabilité, t– valeur du v.a. Student

Variables aléatoires continues:La loi de Student tn

Pr(t<-2.228 o= t>2.228)=0.05
39



La loi de Student tn

 Applications: 
 Intervalle de confiance 

 d’une moyenne pour un échantillon de taille n
 avec n-1 dégrées de liberté (voir cours)

 d’une différence entre deux moyennes pour deux échantillons indépendants 
 avec  n1 + n2 - 2 dégrées de liberté

 Le test de Student pour la comparaison de moyennes,
 Test t pour un echantillon (voir les cours suivants)
 Test t pour échantillons apparies, (voir cours suivants)

 (on comparer le même échantillon (n sujets) avant et après un intervention
 avec n - 1 dégrées de liberté

 Test t pour des échantillons indépendants (avec n1, et n2 sujets) (voir les cours
suivants)

 avec n1 + n2 - 2 dégrées de liberté
 Le test Student pour le coefficient de corrélation (voir les cours suivants)
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La loi de Student tn

Applications: 
 Intervalle de confiance pour un moyenne

Exemple: on prend un échantillon de 25 sujets d’une population des personnes âgées . 
− On mesure le taux des triglycérides. On calcule la moyenne (ex. 162,8). 
− Notre question est: quelle est le vrai moyenne dans la population. 
On peut calculer un intervalle dans lequel on va trouver la vrai moyenne avec un 
probabilité de 95% (par convention). 
On observe qu’il y a une variable continue, et on pense a la lois Normale. On vérifie la 
normalité des données. Si le données sont proche a la distribution normale on considère 
qu’on peut utiliser cet lois. Mais on n’a pas la moyenne et l’écart type dans la population. 
En plus l’ échantillon est petit < 30. On va utiliser la lois t du Student.
Avec la moyenne et l’ écart type du cholestérol (si on suppose que le taux du cholestérol 
est normale distribuée), en utilisant la lois t, on peut trouver que la vrai moyenne est 
compris entre 152,8 et 172,8 avec une probabilité de 95%. 
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La loi de Student tn

Applications: 

 Le test Student pour comparaison des moyennes des échantillons indépendants

Exemple: 

− On donne a l’un des deux échantillons (de 12 sujets) un traitement et un placebo pour 
baiser le taux des triglycérides. On mesure le taux du triglycérides. 

− On calcule les moyennes des deux échantillons (ex. 145,1 pour le group avec le traitement, 
et 187,9 pour le group sans traitement). 

− Notre question est: il y a une différence réelle entre les deux groups? Ou mieux il y a une 
différence réelle entre les deux les populations? Ou en réalité les deux populations (traitée et 
non traitée) sont identiques? 
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Merci de votre
attention!

The combination of some data and an aching desire for an answer does not ensure that a 
reasonable answer can be extracted from a given body of data.

— John Tukey, Exploratory Data Analysis 

Les Graphiques (avec des simulations numériques) du cours ont été réalisés par 
Mihaela Iancu & Daniel Leucuța avec:

R software envinronment for statistical computing and graphics


